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1 Uvod

1.1 Predmet i problem istrazivanja

Predmet istrazivanja ovog poslijediplomskog specijalistickog rada je upotreba viso-
kofrekventnih podataka koji se koriste kao benchmark za utvrdivanje prognosticke
moc¢i modela vrednovanja opcija. Pomoc¢u visokofrekventnih podataka moze se do-
biti referentna funkcija gustoce vjerojatnosti koja bi bila benchmark za daljnju ana-
lizu. Motivacija za koristenjem visokofrekventnih podataka potaknuta je tehnoloskim
napretkom kod trgovinskih sustava i evidentiranjem gotovo svake realizirane tran-
sakcije. Uslijed razvoja algoritamskog trgovanja, povecanja dinamike postavljanja
naloga i likvidnosti raste dominacija elektronickog trgovanja na uredenim trzistima,
kao i na multilateralnim trgovinskim i OTC platformama. Sve navedeno omogucuje
rekordnu trzisnu aktivnost na visokoj frekvenciji i uz visoku preciznost koja vodi do
naprednih podatkovnih skupova. Akademski i praktiéni interes za intradnevnim po-
dacima opazenim u vrlo kratkim intervalima vremena su trzisne strukture i proces
trgovanja koji su podlozni stalnim promjenama. Uvodenje elektronickih trgovinskih
platformi automatiziralo je i ubrzalo izvrSenje transakcija, kao i izvjestavanje o tr-
govini te omogucilo investitorima automatiziranje njihovih strategija, usmjeravanja i
upravljanja nalozima u realnom vremenu.

Glavna svrha ovog istrazivanja je prognoziranje buduc¢ih kretanja sredine, varijance i
drugih momenata financijske imovine. Financijske vremenske serije koje su predmet
ovog istrazivanja su put i call opcije na trzisne indekse CAC (Cotation Assistée en
Continu), AEX (Amsterdam Exchange index), MIB (Milano Indice di Borsa) i DAX
(Deutscher Aktienindex). Podaci su preuzeti iz financijske baze podataka Thomson
Reuters.

Istrazivanje se provodi u dvije faze. Prva faza je faza procjene impliciranih funkcija
gustoce vjerojatnosti na buduc¢i datum odnosno na datum dospije¢a opcija. Druga
faza je faza usporedbe dobivenih funkcija gustoce vjerojatnosti s referentnom funk-
cijom gustoée na temelju visokofrekventnih podataka. Predmet istrazivanja su mo-
deli koristeni za prognoziranje buduce funkcije gustoce vjerojatnosti neutralne na
rizik. Modeli koje koristimo su iz klase neparametarskih, parametarskih i polu-
parametarskih modela vrednovanja opcija, redom: Shimko model, Mixture Log-
Normal model i Edgeworth expansion model. Glavni je cilj istrazivanja vrednova-
nje njihove prognosticke moci te izbor najprikladnijeg modela, ne samo onog koji se
najbolje prilagodava podacima ve¢ istovremeno ima najvecu prediktivnu sposobnost.
Postoje ogranicenja kod koristenja visokofrekventnih podataka kao sto su nelikvidnost
financijskog trzista te samim time manjak podataka i dvojbe o izboru uzorkovanja
budu¢i da se zahtjeva da su vremenski intervali jednako udaljeni i neprazni podsku-
povi koji se ne preklapaju. Ogranicenja su dijelom premostena koriste¢i podatke
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burzovnih indeksa zapadnih razvijenijih financijskih trzista te koristenjem program-
skog jezika R u obradi podataka.

Metode usporedbe referentne funkcije gustoce vijerojatnosti s procijenjenom funkei-
jom gustoCe neutralnom na rizik rezultirat ¢e preporukama za primjenu ne samo
u akademskim istrazivanjima, ve¢ i u praksi, sto je posebno potrebno financijskim
analiticarima i sudionicima na promatranim trziStima. Rezultati su primjenjivi i na
hrvatsko trziste kapitala odnosno dionicke indekse Zagrebacke burze d.d. Kod inter-
pretacije i primjene metodologije na hrvatsko trziste kapitala trebat ¢e uzeti u obzir
nelikvidnost i smanjen volumen trgovanja.

1.2 Ciljevi rada

Osnovni cilj istrazivanja u okviru ovog poslijediplomskog specijalistickog rada je uspo-
rediti referentnu funkciju gustoce vjerojatnosti dobivenu visokofrekventnim podacima
s procijenjenom funkcijom gustoc¢e neutralnom na rizik dobivenom pomoc¢u modela
vrednovanja opcija. Nadalje, cilj je predstaviti model koji najbolje opisuje i predvida
kretanje koristenih financijskih vremenskih serija pomo¢u mjera prognosticke toc¢nosti.
Prije svega analizirat ¢e se karakteristike trziSnih indeksa te ¢e ispitati svojstva pro-
matranih vremenskih serija. Uzorkovat ¢e se visokofrekventni podaci na izabrane
datume dospijec¢a i generirati referentnu funkciju gustoce vjerojatnosti. Na taj se
nacin intradnevni podaci koriste u procjeni Citave funkcije gustoce vijerojatnosti na
odredeni dan trgovanja. Predstavit ¢e se funkcije gustoce vjerojatnosti na teme-
lju visokofrekventnih podataka kao benchmark za prognosticke modele. Time ¢e se
analizirati prognosticku mo¢ modela za vrednovanje opcija. Naposljetku, se izabire
najbolji opcijski model prema prediktivnoj sposobnosti.

1.3 Metode istrazivanja

U okviru istrazivanja ovog poslijediplomskog specijalistickog rada koristit ¢e se brojne
metode: deskriptivna i inferencijalna statistika u najsirem smislu, procjena funkcije
gustoce pomocu Kernela (funkcija gustoée vjerojatnosti), procjena implicirane funk-
cije gustoCe neutralne na rizik, metode prognoziranja financijskih serija pomoc¢u op-
cijskih modela - Shimko model, Mixture Log-Normal model i Edgeworth expansion
model, ekonometrijska analiza te metode usporedbe prognostickih modela prema re-
ferentnoj funkciji gustoce vjerojatnosti.

Planirana istrazivanja su provediva s obzirom na postoje¢u vrlo bogatu statisticku
podlogu visokofrekventnih podataka koristene baze Thomson Reuters i rezultate eko-
nometrijskih istrazivanja koja su se provodila u svrhu procjene prognostickih opcijskih
modela.
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Maria Culjak 3

1.4 Sadrzaj rada

Nakon uvoda predstavljenog istrazivanja ovog poslijediplomskog specijalistickog rada
slijedi poglavlje koje daje osnove o prognoziranju trzisnih ocekivanja pomocu ci-
jena opcija. Predstavljeni su najzastupljeniji modeli vrednovanja opcija, Breeden-
Litzenbergerova formula te su definirane funkcija gustoce neutralna na rizik i funkcija
gustoc¢e u realnom svijetu. Sljedec¢e poglavlje daje uvid u modele procjene impli-
cirane funkcije gusto¢e vjerojatnosti te njihovu podjelu. Posebno su opisani tipovi
nestrukturnih modela, parametarski i neparametarski modeli. Cetvrto poglavlje se
bavi izborom referentne funkcije gustocée vjerojatnosti. Dan je pregled dosadasnjih
istrazivanja te pripadnih refrentnih funkcija gustoce vjerojatnosti. U ovom poglavlju
je naglasak na procjenu realizirane funkcije gustoée vjerojatnosti pomocu visoko-
frekvetnih podataka stoga je dan uvid u teoriju viskofrekventnih podataka i izbora
frekvencije uzorkovanja. Takoder je dan uvid u teoriju Kernelove procjene realizirane
funkcije gustoce vjerojatnosti i izbora sSirine pojasa Kernelovog procjenitelja. Peto po-
glavlje je posve¢eno metodama usporedbe referentne funkcije gustoée s impliciranim
funkcijama gustoce vjerojatnosti. Dane su prednosti i nedostaci dosadasnjih komapa-
rativnih analiza. Metode usporedbe out-of-sample i utvrdivanje prediktivne sposob-
nosti su predstavljene kroz dva testa: Kolomogorv-Smirnov test i Diebold-Mariano
test. Peto poglavlje se zakljucuje s testiranjem stabilnosti parametara. Sesto po-
glavlje je najvaznije u kojem su interpretirani empirijski rezultati izabranih dionickih
trzista. Prvo je dan uvid u rezultate procjena realiziranih funkcija gustoc¢a vjero-
jatnosti pomocu visokofrekventnih podataka, a zatim rezultate procjena impliciranih
funkcija gustoca vjerojatnosti odabranih opcijskih modela. Slijede rezultati uspo-
redbe navedenih rezultata. Zakljucno je dan pregled ogranicenja te buduce smjernice
istrazivanja. Ovaj poslijediplomski specijalisticki rad se zavrsava zakljuckom.
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2 Prognoziranje trzisnih ocekivanja pomocu cijena
opcija

U ovom poglavlju ¢e se pribliziti problematika i osnove prognoziranja financijskih vre-
menskih serija pomocu cijena opcija. Dosadasnjim istrazivanjima je empirijski poka-
zano kako cijene financijskih instrumenata pruzaju informacije o budué¢im ocekivanjima
cijena te ostalim momentima (Bouden, 2007). Cijene trzisnih opcija nam daju uvid u
ocekivanu vrijednost osnovne imovine pod pretpostavkom o neutralnosti rizika sto ¢ini
cijene opcija pogodnima za procjenu implicirane funkcije gustoce vjerojatnosti. Za
sudionike na trzistu kapitala, privlacnost koristenja implicirane funkcije gustoce vjero-
jatnosti oslanja se na sposobnost procjene vjerojatnosti kod niza buduc¢ih dogadaja,
koriste¢i percepciju trzista u odredenom intervalu vremena. Analiticari trzista ka-
pitala te donositelji odluka koriste ovaj izvor informacija pri analizi trzisnog ras-
polozZenja, nesigurnosti i scenarija ekstremnih dogadaja, posebno za kamatne stope
i tecajeve (Bauwens et. al., 2008). Ovaj poslijediplomski specijalisticki rad se kon-
centrira na put i call opcije trzisnih indeksa. Poznato je da Black-Scholesov model
ima nekoliko ogranicenja, jer pretpostavlja da se cijena razvija prema geometrijskom
Brownovom gibanju (GBM) s konstantnim oc¢ekivanim prinosom i konstantnom va-
rijancom. Varijanca je konstantna do dospijeca, Sto zanemaruje fenomene poput
vremenski promjenjive volatilnosti i kao takva iskrivljuje vjerojatnosti za ekstremne
scenarije. Za rjesavanje tih problema, predlozene su razlicite metode za ekstrakciju
funkcija gustode vjerojatnosti neutralne na rizik (RND) na temelju cijene opcija i
provedeno je nekoliko studija kako bi se ispitala robusnost tih procjena i njihova moé
informiranja (Santos, 2011).

U ovom radu usporedujemo tri metode ekstrahiranja RND-ova iz cijena europskih
opcija na burzovne indekse.

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja
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2.1 Modeli vrednovanja opcija

Opcije se mogu koristiti kao poluga (engl. leverage) za povecéanje izloZenosti ulagaca
prema cijeni temeljnog instrumenta ili za zastitu (engl. hedging) od promjene cijene
temeljnog instrumenta kako bi se smanjili gubici prilikom pada vrijednosti. U ovom
slucaju je opcija takva da je u trenutku 7" imamo pravo kupiti ili prodati po cijeni X.
Razlikujemo dvije vrste opcija: opcije kupnje (engl. call option) i opcije prodaje
(engl. put opcija). Call opcija daje njenom kupcu, u zamjenu za pla¢enu premiju,
pravo kupnje od prodavaca, opcije ugovorenih vrijednosnih papira ili drugog financij-
skog instrumenta po izvrsnoj cijeni na odredeni dan Sto je europski tip opcije. Kod
americkog tipa opcije daje njenom kupcu pravo kupnje od prodavaca kroz odredeno
razdoblje do istjecanja njena vazenja. Pravo iz opcije iskoristit ¢e njezin kupac u
slucaju da je trzisna cijena vrijednosnog papira veca od izvrsne cijene. Na taj nacin
vlasnik opcije moze ostvariti kapitalni dobitak razlikom izmedu vece trzisne cijene
vrijednosnog papira kojeg stje¢e uz manju izvrsnu cijenu. S druge strane, prodavatelj
opcije pretrpjet ¢e odredeni gubitak. Put opcija daje njenom vlasniku pravo prodaje
ugovorenih vrijednosnih papira ili neke druge vezane imovine po izvrSnoj cijeni na
odredeni dan ili tijekom odredenog razdoblja. Pravo prodaje vezane imovine (vrijed-
nosnih papira) stjece kupac put opcije u zamjenu za premiju koju plac¢a prodavacu.
Ne radi se o obavezi jer ¢e kupac opcije iskoristiti svoje pravo prodaje u slucaju ako
cijena vezane imovine padne ispod izvrsne cijene. Na taj ¢e nacin kupac opcije ostva-
riti odredeni kapitalni dobitak od prodaje vezane imovine (vrijednosnih papira) po
cijeni visoj od tekuce trzisne cijene (Jondeau et. al, 2007).

Budu¢i da je u ovom poslijediplomskom specijalistickom radu naglasak na europski
tip opcije objasnit ¢e se ukratko osnovne vrste opcija. Europska opcija kupnje kupcu
daje pravo na kupnju predmetne imovine za odredenu cijenu (cijenu izvrsenja) na
odredeni datum (dospijece), dok europska opcija prodaje daje kupcu pravo prodati
odnosnu imovinu za odredenu cijenu na odredeni datum. Uz pretpostavku da nema
transakcijskih troskova, mozemo predociti isplatu europske opcije po dospije¢u pu-
tem sljede¢ih formula, pri ¢emu je X cijena izvrSenja opcije (engl. strike price), St
je cijena promatrane financijske imovine ili instrumenta na datum dospijeca T

C(St, X) = max(Sr — X;0) (2.1)
P(Sr, X) = maz(X — Sr;0) (2.2)
Najpoznatiji i najvise upotrebljavani model za vrednovanje opcija je Black and Scholes
model. Njegova pretpostavka je da cijena opcije ima log-normalnu distribuciju te se

kreé¢e u shodno Brownovom gibanju (stohastickom procesu) s konstantnim o¢ekivanim
prinosom i konstantnom volatilnos¢u (Jondeau et. al., 2007):

dSt = St,udt + StO'th, (23)

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja
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pri ¢emu je S; cijena temeljne imovine u vremenu ¢, dS; predstavlja promjenu cijene,
je ocekivani prinos, o je standardna devijacija procesa i dW; su promjene Wienerovog
procesa s nezavisnim i stacionarnim prirastima (Santos, 2011).

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja
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2.2 Breeden-Litzenbergerova formula

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako se funkcija gustoce vjerojatnosti neutralna na
rizik moze izvesti pomocu druge derivacije s obzirom na cijene izvrsenja X (engl.
strikes) (Breeden and Litzenberger, 1978). Neka je T" datum do dospijeca, 7 vrijeme
preostalo do dospijeca, S; cijena temeljne imovine u trenutku ¢ i C'(X, T') cijena opcije
kupnje, tada se definira cijena potrazivanja u smislu europskog tipa opcije kupnje
G(S;, T). Kako portfelj na kupnju daje primjerice isplatu od 1 euro ako se S; ostvari
u periodu do 7', onda je cijena portfelja kupnje G(S;, T; AS;). Dakle, sa pomakom
AS; i cijenama kupnje C(X,T), G(S;, T'; AS;) imamo:

G(S, T;AS,)
AS; B
C(S +AS,T)] - C(S,, T) — [C(S;, T) — C(Sy — AS, T)]
— , (24)
(ASy)?
te kada pomak AS; ide ka 0 imamo:
: G<St>T;ASt) _ 320()(, T)
A8, AS; S 0X? lx=s (2:5)

Sy ima funkciju gustoce vjerojatnosti. Funkcija vrednovanja G(S;, T') je analogna
funkciji gustoce vjerojatnosti u tom slucaju kao sto se vidi iz (2.5). (2.4) daje funkciju
vrednovanja u diskretnom slucaju, dok (2.5) daje funkciju vrednovanja za neprekidan
S; uz pretpostavku da je C' dva puta diferencijabilna.

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja
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2.3 Funkcija gustoée neutralna na rizik

Pokazano je prema (Breeden and Litzenberger, 1978) da jedinstvena funkcija gustoce
vjerojatnosti neutralna na rizik f za cijenu temeljne imovine S moze biti izvedena
za cijenu opcije na kupnju C'(X) kada je ugovor procijenjen za sve cijene izvrsenja X
te gdje nema arbitraze. Funkcija gustoce vjerojatnosti neutralna na rizik (RND) je
dana:

X =S 2.6)
C(X)=e /Xoo(x — X)) f(z)dz (2.7)

pri ¢emu je r nerizicna (engl. risk free) kamata i 7 je vrijeme preostalo do dospijeca.
Cijena opcije na kupnju predstavlja vrijednost ocekivanja neutralnog na rizik isplate
na datum dospijec¢a T'. Neka @) predstavlja mjeru neutralnu na rizik, tada:

C(X) = e "E¥max(Sr — X,0)]. (2.8)
Nadalje, procijenjena cijena F' u vremenu T je oCekivanje neutralno na rizik od St:
F =E°[Sy]. (2.9)

Ako pretpostavimo da je kamata konstantna i da nema isplate dividende, onda je
procijenjena cijena i buduca cijena.

U nastavku se daje zatvoreni oblik (engl. closed form) funkcije gustoce vjerojatnosti
neutralne na rizik pod pretpostavkom Black and Scholes modela. Black and Scholes
jednadzba vrednovanja opcije kupnje je dana:

C(X,T) = Sop(dy) — e ™ X¢(dy), (2.10)
pri ¢emu je:
() + (o — ID)T
G- —X_ 2 (2.11)

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja
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In(e T
tejed;, =doy+orVT, ro = —% je prinos do dospijec¢a na nerizi¢ne obveznice i
Var(lnS:
o2 = M je prosjecna varijanca od In(S). Sy je trenutna vrijednost temeljne

imovine i ¢(d) je standardna normalna funkcija distribucije vjerojatnosti.

Kada dva puta deriviramo (2.10) po cijeni izvrienja X, onda:

G(S,T) e B
S MTUT\/Tq)(dQ(X = Mr)), (2.12)

pri ¢emu je ®(d) standardna normalna funkcija gustoce vjerojatnosti.

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja
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2.4 Funkcija gustoée u realnom svijetu

U ovom poglavlju uklju¢ujemo i parametar rizika koji je definiran ponasanjem ulaga-
telja odnosno njihovoj nesigurnosti prema budué¢im cijenama i odnosu prema trzisnom
portfelju. Nakon Sto postavimo uvjete rizika, moguce je izvesti transformaciju gustoce
vjerojatnosti neutralne na rizik f u funkciju gustoce vjerojatnosti u realnom svijetu
f . Postoje dvije transformacije.

Neka je M (Sr) stohasticki proces parametra diskontiranja odnosno Kernel procjena
za isplatu u vremenu 7. Prema pretpostavkama (Ait-Sahalia and Lo, 2000), sto-
hasticki proces parametra diskontiranja je proporcionalan funkciji korisnosti:

M(z) =22, (2.13)

pri cemu je A samo pozitivna konstanta i v funkcija korisnosti. Cijene europskih opcija
su u realnom svijetu diskontirane. Neka W predstavlja mjeru koja nije neutralna
na rizik odnosno mjera realnog svijeta, tada se cijena europske opcije kupnje moze
zapisati kao:

C(X) = EW[M(Sy)maz(Sy — X,0)] = / M (z)(x — X) f(x)dz. (2.14)
X
pri ¢emu je f funkcija gustoce vjerojatnosti u realnom svijetu (Liu et. al., 2005).

Iz (2.7) i (2.14) slijedi:

M(z) = e—TT@. (2.15)

()

pri éemu je f funkcija gustoée vjerojatnosti neutralna na rizik, a f funkcija gustoce
vjerojatnosti u realnom svijetu. Iz (2.13) i (2.15) je jasno da su funkcija gustoce
vjerojatnosti neutralna na rizik f, funkcija gustoce vjerojatnosti u realnom svijetu f
i funkcija korisnosti v povezane sljedeé¢im izrazom:

f@)/ v'(z)

T= 1= 10 iy (2.16)

Druga transformacija koristi kalibracijsku funkciju nedefinirane gustoce (Bunn, 1984).
f(z) je funkcija gustoée vjerojatnosti neutralna na rizik od St te je F'(z) kumulativna

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja



Maria Culjak 11

funkcija distribucije vjerojatnosti od Sr, pri cemu je Sr cijena promatranog financij-
skog instrumenta na datum dospije¢a T'. Definira se slucajna varijabla U = F(S7).
Neka je kalibracijska funkcija C(U) kumulativna funkcija distribucije vjerojatnosti
u realnom svijetu od slucajne varijable U. Tada za vjerojatnosti u realnom svijetu
vrijedi:

F(z) = P(Sy < 2) = P(F(Sy) < F(z)) = P(U < F(z)) = C(F(z)).  (2.17)

Time je pokazano $to vrijedi za kumulativnu funkciju distribucije vjerojatnosti u re-
alnom svijetu od St.

Sada slijedi da je kumulativna funkcija distribucije vjerojatnosti u realnom svijetu od
STZ

F(z) = C(F(z)). (2.18)

Stoga je funkcija gustoce vierojatnosti u realnom svijetu dana sa:

: d _dCdF

flo) = (R = 20 = T pa) (219)

dF
Transformacije su ekvivalentne kada — predstavlja marginalnu funkciju korisnosti

ac

!

v .
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3 Modeli procjene implicirane funkcije gustoce vje-
rojatnosti

U ovom poglavlju ¢e se dati pregled metoda vrednovanja opcija koje umanjuju ogranicenja
Black and Scholes modela. Unato¢ tome Sto je najpoznatiji i najkoristeniji model,
Black and Scholes model pretpostavlja log-normalnu distribuciju koja nije u praksi
uvijek primjenjiva. Stoga je potrebno istraziti pomnije druge modele koji se mogu pri-
mijeniti u praksi. U ovom poglavlju se daje uvid i u modele koristene u istrazivanju
ovog poslijediplomskog specijalistickog rada - Shimko model, Mixture Log-Normal
model i Edgeworth expansion model. Prema (Jondeau et al., 2006) alternativni mo-
deli vrednovanja opcija se dijele u dvije kategorije: strukturni i nestrukturni. Struk-
turni modeli pretpostavljaju specificnu dinamiku cijene ili volatilnosti. Nestrukturni
modeli dozvoljavaju procjenu funkcije gustoce vjerojatnosti neutralne na rizik (RND)
bez pretpostavki o cijeni ili volatilnosti temeljne imovine. Nestrukturni modeli se di-
jele u tri kategorije: parametarski, polu-parametarski i neparametarski modeli. Para-
metraski modeli pretpostavljaju oblik funkcije gustoce vjerojatnosti neutralne na rizik
bez prethodnih pretpostavki o dinamici cijene temeljne imovine. Polu-parametarski
modeli sugeriraju aproksimaciju prave funkcije gustoce vjerojatnosti neutralne na ri-
zik. Neparametarski modeli ne pretpostavljaju oblik funkcije gustoée vjerojatnosti
neutralne na rizik.

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja
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3.1 Strukturni modeli

Kod kategorije strukturnih modela najreprezentativniji je stohasticki difuzijski mo-
del. To je stohasticki model koji pretpostavlja da je temeljna imovina opcije takoder
stohasticki proces, pri ¢emu je S; log-normalan difuzijski proces sa skokom jednak
zbroju geometrijskog Brownovog gibanja i Poissonovog difuzijskog procesa sa skokom
(Malz, 1996). Cijena stohastickog procesa je dana sa:

dSt = MStdt + O'Stth + kStdqt (31)

pri cemu je ¢; varijabla Poissonove distribucije i k& parametar skoka. Prema (Malz,
1996) pretpostavlja se da do dospijeca opcije Ce biti jedan skok konstantne dimenzije
Sto rezultira sa sljede¢im izrazima za cijene opcija kupnje i prodaje:

C = (1=-AT)Cps(S,, T, K, 0,7, 7+ \k) + (AT)Cps(S:(1+k), T, K, 0,7, 7" + k) (3.2)
P = (1=AT)Pps(Si, T, K, 0,7, 7" + \k)+ (AT)Cps(S:(1+k), T, K, 0,7, 7 + \k) (3.3)

pri ¢emu je A parametar prosjetne pojave skoka, (1 — A7) vjerojatnost skoka prije
dospije¢a. Cgg i Prs su Black and Scholes formule vrednovanja cijena opcija kupnje
i prodaje. Nakon sto se procijene parametri modela koriste se u funkciji gustoce
vjerojatnosti kako bi se dobila funkcija gustoce vjerojatnosti neutralna na rizik.
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3.2 Nestrukturni modeli
3.2.1 Parametarski modeli

Model se smatra parametarskim ako daje funkciju gustoce vjerojatnosti neutralne na
rizik bez pretpostavki o dinamici cijene ili volatilnosti. Jedan od osnovnih modela
ovog tipa (koristenog i u ovom poslijediplomskom specijalistickom radu) je Mixture
Log-Normal model (odnosno linearna kombinacija dvaju log-normalnih modela). Ovaj
model pretpostavlja funkcionalni oblik funkcije gustoce vjerojatnosti neutralne na ri-
zik koja prati slucajni proces cijene temeljne imovine opcije. Na taj nacin dobivamo
parametre distribucije minimizirajué¢i razliku izmedu opazenih cijena opcija te proci-
jenjenih na temelju parametarskog modela. Ovim postupkom je jasno kako je model
puno fleksibilniji od Black and Scholes modela uspijevajuci dobiti i ostale momente
kao $to su asimetrija (engl. skewness) i zaobljenost (engl. kurtosis) temeljne distribu-
cije. MLN model polazi od jednadzbi pomocu kojih se vrednuju cijene opcija kupnje
i opcija prodaje:

Co(X,T)=e"" / h q(S))(S; — X)dS, (3.4)
Py(X,T)=e"" / h q(S)(X — S,)dS, (3.5)

Pri ¢emu je X cijena izvrSenja, T' datum dospijeca, S; cijena promatranog financijskog
instrumenta u trenutku ¢ i r nerizicna kamatna stopa. Prednost ovog modela je sto
se moze pretpostaviti bilo koji funkcionalni oblik funkcije gustoc¢e vjerojatnosti ne-
utralne na rizik ¢(S;). Parametri se procjenjuju tako da se minimizira razlika izmedu
cijena dobivenih MLN modelom i stvarno opazenih trzisnih cijena (Bahra, 1997).
Pretpostavlja se da je distribucija cijene temeljne imovine priblizno log-normalna te
posljedi¢no se koristi ponderirani zbroj log-normalnih funkcija gustoce:

k

q(S) = [wiL(a, B, Sy)] (3.6)

i=1
pri ¢emu je L(ay, B, St), i—ta log-normalna distribucija s parametrima «; i §;. Slijede

izrazi za navedene parametre i L koja je log-normalna funkcija. Takvih funkcija moze
biti k. U slucaju kada je k = 2 potrebno je procijeniti 5 parametara:

1 —(ln —oy :
L(ai, Bi, Si) = me[ (n(St)—a)? /267] (3.7)
0V
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1
ai = n(Sy) + (s — 507)(T — 1) (3.8)
B = on/(T = 1) (3.9)
pri cemu je 0 vektor nepoznatih paramaetara o, 5;,zat=1,... k. o;,zai =1,...,k
se izvodi na temelju procijenjenog parametra i u;, za ¢ = 1,..., k se izvodi na te-

melju procijenjenog parametra «. Za vrijednost pondera w; vrijede nenegativnost
i normiranost jer se radi o linearnoj kombinaciji k& mogué¢ih log-normalnih funkcija:
w; > 0,zat=1,...,ki Zle w; = 1. ¢ je kombinacija log-normalnih funkcija gustoce
vjerojatnosti.

Bahra je procjenjivao funkcije gustoce vjerojatnosti neutralne na rizik koristeci europ-
ske opcije na LIFFE dionicki indeks, LIFFE kamatne opcije i Philadephia Stock EXC-
HANGE tecajne opcije koriste¢i kombinaciju dvije nezavisne log-normalne distribu-
cije. U prakti¢nim se primjenama najces¢e koristi kombinacija dviju log-normalnih
distribucija. Svaka kombinacija s vise od dvije funkcije rezultirat ¢e problemom prede-
terminiranosti (engl. overfitted) zbog velikog broja parametara. Buduéi da ponekad
nema dovoljno podataka za obradu stvaraju se i ogranicenja na broj parametara za
procjenu.

Sada se prosiruju i izrazi za europske opcije kupnje i prodaje dane (3.4) i (3.5), za
svaku cijenu izvrsenja X; i vrijeme dospije¢a 7 = (T — t):

00 k
C(Xi7) = e / (8= X)'S" wil(a, i, S,)dS, (3.10)
X i=1
k 00
C(X7) =€) w; / (S, — X)L(ay, B, S,)dS, (3.11)
i=1 X

Prema (Jondeau et al., 2006) izraz (3.11) se moze prema zapisati na sljedeéi nacin:

& 1
(&7 _51-2 —l X " 2
C(X;,m) =€) we 2 <I>( n );a +6@>
i=1 g

ey Z NECE
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Koriste¢i kombinaciju dvije log-normalne distribucije dobivamo izraz za europsku
opciju kupnje (Bahra, 1997):

C(X,7) = e w[e™ 2D (d)) — XP(do)] + (1 — w)[e®> 2% D(dy) — XP(dy)]
pri cemu je

—ln(X) + (05} + 512

dl - ﬁ
1
dy=di — 3
—In(X) + ay+ 33
b = B
dy = ds — >

pri ¢emu je ¢ standardna normalna kumulativna funkcija distribucije vjerojatnosti.
Za europsku opciju na prodaju imamo sljededi izraz (Bahra, 1997):

P(X,7) = e w[—e 2P (—dy) — X B(—do)] + (1 —w)[—e* 25 B (—dy) — X D(—dy)]

Kako bi se procijenili parametri implicirane funkcije gustoc¢e vjerojatnosti neutralne
na rizik potrebno je rijesiti problem minimizacije s obzirom na vektor 6:

- (X, ) — (]2 (Y. 1) — P2 ar+367 —ap)e@2tahs T
mng[Cl(XZ,T) CiI> + ) [Pi(X,7) = B + [we +(1—w)e e’ 9]

prva dva dijela optimizacijskog problema se referira na zbroj kvadrata odstupanja
izmedu cijena opcija procijenjenih pomoc¢u MLN modela i opazenih trzisnih cijena
kupnje C' i prodaje P. Opcije kupnje i prodaje u optimizacijskom problemu mogu
biti uzete u obzir jer prate istu distribuciju na osnovu njihovog pariteta engl. call-put
parity. Trec¢i dio optimizacijskog problema minimizira razliku zajednickog ocekivanja
dvaju log-normalnih distribucija i buduce cijene zbog uvjeta arbitraze. Nakon Sto se
procijene parametri oy, ag, 81, f2 1 w se iskoriste u (3.6) kako bi se dobila funkcija
gustoce vjerojatnosti neutralna na rizik na buduc¢i datum dospijeca T'.
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Navedeni optimizacijski problem ima ograni¢enja poput simetrije izmedu funkcija
gustoca jer mnogi vektori parametara mogu se vezati na istu distribuciju. To rezul-
tira numericki nestabilnom optimizacijom koji moze zavrsiti u beskonaé¢noj petlji. U
dosadasnjoj literaturi (Jondeau et al., 2006) predlozena je primjena 3 > (2 kako
bi se izbjegao problem simetrije jer bi prva funkcija gusto¢e imala ve¢u standardnu
devijaciju od druge.

Ovaj model je koristen za opcije CAC (Cotation Assistée en Continu), AEX (Amster-
dam Exchange index), MIB (Milano Indice di Borsa) i DAX (Deutscher Aktienindex).
U ovom poslijediplomskom specijalistickom radu rezultati se iznose u potpoglavlju 6.2.
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3.2.2 Polu-parametarski modeli

U ovom dijelu se daje pregled modela Edgeworth ekspanzije (Jarrow and Rudd, 1982).
Ideja modela jest uzeti standardnu devijaciju na osnovu funkcije gustoce log-normalne
distribucije vjerojatnosti ¢(Sr|@). Konstrukcija modela EE je konceptualno sliéna
razvoju Taylorovog reda ali se koristi za funkcije gustoce. Kod konvencionalnoga ra-
zvoja Taylorovog reda, funkcija je aproksimirana polinomom oko dane tocke. U ovom
slucaju, nepoznata funkcija gusto¢e neutralna na rizik je aproksimirana razvojem
oko log-normalne distribucije. Vidljiva prednost ovog pristupa jest taj da aproksima-
cija, ukljucujuéi parametre koji mogu biti varijabilni, dozvoljava generiranje opéenitih
funkcija.

@ je kumulativna funkcija distribucije slu¢ajne varijable St i neka je ¢ funkcija gustoce
vjerojatnosti. Karakteristicna funkcija od S je ¢g(u) = [ e"“q(s)ds. Ako momenti
od S7 postoje do reda n, onda postoje kumulanti distribucije @), oznaka Kg ;:

tog(60()) = Y- Ko, +ofu )

Ako je karakteristicna funkcija ¢g poznata, onda koristeci razvoj logaritma oko u = 0
moguce je dobiti kumulante. Pri ¢emu je u varijabla karakteristicne funkcije od S, @
je imaginarna jedinica, n je broj momenata od St i j je indeks po kojem zbrajamo do
momenta n. Slijedi veza izmedu prva ¢etiri momenta i kumulanata: Ko, = E[St],
Koz = VISt], Kos = El(Sr — E[Sr))*], Kq. = E[(Sy — E[Sg])"] — 3V[Sr]2. Dakle,
ako poznajemo prva cetiri kumulanta, onda ¢e nam biti i poznata prva ¢etiri momenta
distribucije odnosno ocekivanje, varijanca, asimetrija i zaobljenost.

Pokazano je da cetvrti red EE modela (Jarrow and Rudd, 1982) za pravu distribu-
ciju vjerojatnosti () oko log-normalne kumulativne funkcije distribucije L moze biti
eksplicitno dana uz pretpostavku da je prvi moment aproksimativne funkcije gustoce
i prave funkcije gustoce jednak tj. Ko = K.

KQ72 — KL72 d2l<8) . KQ’g — KL73 d‘”(S)

q(s) = 1(s) + 21 ds? 3! ds3
Kop,— K +3(Kpo — Ky )2 d*l
N (Kga— Kra) . (Kg2— Kpr2) d:) +e(s)

Kao sto je prije navedeno razvoj izraza je vrlo slican Taylorovom razvoju. Dijelovi
razvoja su u skladu s prilagodbama varijance, asimetrije i zaobljenosti. Pomoc¢u ovog

Analiza prediktivne sposobnosti opcijskih modela vrednovanja



Maria Culjak 19

izraza odnosno aproksimirane funkcije gustoce cijena europske opcije kupnje uz cijenu
izvrSenja X moze biti aproksimirana sa:

0@ =e / (S — X)q(Sr)dSr

X

=~ G_TT/ (ST - X)Z(ST)CZST

X
—rT KQQ — KLQ > d2l(ST)
+e T/x (Sr = X) "z dr
Koz —Kps [~ d*1(Sr)
e T/X (51— X) =55
Ko, — K Koo — K1 5)? [ d*l
e Foa = Kia) + 3(Kqa — Ki») / (Sp— X) (S4T)dST
1 . )

Izraz za europsku opciju kupnje mozemo zapisati kao:

Koo — Ko K3 — Kpzdl(X)
~ L rT 9 9 rT 9 9
Cl@) = C(L) + e —"5—= e 3 5,

e (KQa — Kia) +3(Kqp — Ki2)* ?1(X)
1 asz

1(X) -

te (3.12)

Za log-normalnu funkciju gustoée prvi kumulanti su dani sa:

Kp, =S
Ko = [Kp19)?
K3 = [Kp19]*(30 + 9?)
Kp4 = [Kp19]* (1697 + 159* + 69° + 9°),

pri ¢emu je ¥ = (6‘727 — 1)1/ 2 a prva relacija slijedi iz procjene uz pretpostavku ne-
utralnosti na rizik.

Pokazano je da se problem multikolinearnosti izmedu drugog i Cetvrtog momenta
rjeSava pretpostavkom ekvivalencije Ky, o = Kg o (Jarrow and Rudd, 1982). Preostali
kumulanti K¢ 3 i Kg4 se ne procijenjuju nego se dobiju procjenom standardizirane
asimetrije i zaobljenosti:
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KQS 3
Vo1 = —5 =30+
Q.1 %

3/2
Q.3
_ KQA _ 2 4 6 8
Yoo = —o= = 169% + 159" + 69° + v°.
KQ,4

Ovi izrazi vrijede za i za funkciju gustoc¢e log-normalne distribucije. Sada se asime-
trija i zaobljenost za log-normalnu funkciju gusto¢e mogu lako dobiti iz navedenih
kumulanti.

Slijedi konacan izraz za europsku cijenu opcije kupnje uz pretpostavku ekvivalencije
drugog kumulanta aproksimativne i prave distribucije:

K2 a1(x
C(Q)~=C(L) + 67”(7@,1 - ’YL,l)%%T)
—rr K%zﬂ dQl(X)
+e (102 = 7L.2) 1 dsE (3.13)

Koristeéi izraz (3.13) lako je procijeniti impliciranu sredinu, varijancu, asimetriju,
Y 1 zaobljenost, vg.o.

Izraz za funkciju gustoce neutralnu na rizik dobivamo dvostrukim diferenciranjem
(3.13) po K:

K3 d®1(Sr)
6 dse

K3 5 d*(Sr)
24 dS4

q(Sr) = 1(51) = (vQa = 1L.1) (3.14)

+ (Y02 —YL2)

pri cemu se parcijalne derivacije mogu iterativno izracunati (Jondeau et al., 2006).
Iterativni izracun ukazuje na to da ¢e funkcija gustoce neutralna na rizik dobivena EE
modelom biti polinom ¢iji ¢e koeficijenti direktno utjecati na asimetriju i zaobljenost
same funkcije gustoce neutralne na rizik. Izraz za derivate log-normalne distribucije
je kompliciran kod ovog modela. Stoga je preporuka da se za te derivate izrazima

dolazi numericki.
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3.2.3 Neparametarski modeli

U ovom dijelu ée se predstaviti Shimko (u literaturi poznato kao Spline metoda od-
nosno jedna od metoda interpolacije) model. Ovaj model izravno koristi rezultate
Breeden-Litzenbergerove formule (uvedenoj u potpoglavlju 2.2). Prije same primjene
rezultata navedene formule potrebno je izgladiti krivulju volatilnosti. Buduéi da di-
rektna procjena volatilosti ne daje stabilne rezultate, ideja je prvenstveno okupiti
sve informacije o krivulji volatilnosti polinomom o (X), funkcijom cijene izvrsenja X
te onda iskoristiti Breeden-Litzenbergerov izraz za procjenu funkcije gustoce vjero-
jatnosti (Jondeau et al., 2006). Dakle, izraz za europsku opciju kupnje te o kojim
parametrima ovisi:

C(St7X7 T,T, U) = C(St7Xa T, T70<X)) (315)

Prema Shimko, koristen je kvadratni polinom za o(X):
Ji:a0+a1Xi+a2Xi2, izl,...,n, (316)

pri ¢emu je n broj opazenih cijena. Parametri ovog polinoma se mogu lako procijeniti
linearnom kvadratnom regresijom.

Prije nego sto damo izraz za procjenu funkcije gustoce vjerojatnosti neutralne na
rizik, osvrnut ¢emo se na kubnu spline interpolaciju volatilnosti. Vazno je vidjeti
kako rjesavamo problem kubne spline interpolacije. Kubni spline je zapravo polinom
tre¢eg stupnja za cijenu izvrsenja X:

O; = Qg + alX + CLQXQ + CL3X3 (317)

tako da za svaku cijenu izvrsenja X, funkcija poprimi vrijednosti poznate volatilnosti
0(X;) = o0;. Kako bismo dobili kubni spline pretpostavimo da je druga derivacija o
poznata za cijenu izvrSenja X;. Kubni spline pretpostavlja da je druga derivacija
dana kao linearna interpolacija izmedu opazenih tocki. Slijedi:

"

o (Xz) = 2&2 + 6&3XZ'

tako da od linearne interpolacije dobivamo, za svaki X € [X;_ 1, X;]:
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" " X — XZ " X — Xl—l
X)=—0 (X,;_ X; 3.18
7' (X) = 0" (Xima) 0 () (319
Kada dva puta integriramo izraz (3.18) u odnosu na X dobivamo:
" (X:)3 " (Xi1)3
K)= —0"(Xi 1)t (X)) X
o(K) o ( 1)6(X7;—XH)+U( )6(XZ-—X1-,1)+CO+61
Ova funkcija mora uzeti vrijednosti o(X;) = 0; u X; kako bi rijesili za ag i a;.
y (X;)? ” (X 1)?
X) = Xi_ X;
oX) =0 Kgm—% 57 Ksx—x )
g; O'N(Xi)(Xi — Xi—l)
— X - X 1
ot =Ry (X - X (319)
0i—1 U//(Xi—l)(Xi - Xi—l)
- - X - X)).
(Xi X 5 ) )
Diferenciranjem izraza (3.18) dobivamo sustav jednadzbi za i =2,...,n —1
" X, — Xi_ " X1 — Xi_ " X1 — X;
o' (X )= g (XZ-)H—l) +o (XH)“—)
6 3 6
Oit1 — 05 0; — 0j—1

T X - X Xi— X

Dakle imamo sustav od n — 1 jednadzbi za n nepoznatih o"(X;). Kako bi rijesili
ovaj sustav potrebna je dodatna pretpostavka o granicama. Pretpostavimo da nema
konveksnosti na granicama, a to je ekvivalentno pretpostavci o (X;) = o (X,) = 0.

Sada ¢emo izvesti izraz za procjenu funkcije gustoCe vjerojatnosti neutralne na rizik.
Vazno je primijetiti kako implicirana volatilnost, pa i cijena, opcije ¢ ovisi o cijeni
izvrsenja X;, zat=1,...,n.

O(t, S, X, T) = SB(dy(0(X))) — e "X D(da(c(X))). (3.20)

Slijedi izraz za funkciju gustoce vjerojatnosti neutralnu na rizik:
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_O2C(t, 8,0(X),T)
q(X)=e e

= " S(d p(dr(X)) — (dy)?did(di (X)) — dydp(da(X)) (3.21)
— X (dyp(da(X)) — (dy)*da(da(X))).

Za kvadratni sluc¢aj (Shimko, 1993) slijedi:

do(X) = di(X) — o(X)V/T

o(X) = (ap + a1 X + a2X2):H-(X>min(Xi),X<ma:c(Xi))

+ 011X <min(xy)) + oM L(X>maz(x;))

pri cemu je 1(4) karakteristicna funkcija. Dakle ona poprima vrijednost 1 kada je A

istinit.
Prva i druga derivacija od d; i ds slijede:

400 = =2 S t00( ) ~ sy 57 VT

dy(X) = dy(X) — 0 (X)VT

" o (X)o(X)T — 20 (X)*r S 1o (X)JT

di(X) = - CONCE o9 %) T X o207
e

dy(X) = dy(X) =" (X)VT
UI (X) = (al + 2a2X):H-(X>min(Xi),X<ma:c(Xi))

1

o (X) = 2a2]1(X>min(X¢),X<max(X¢))-

Time smo dali sve izraze za procjenu funkcije gustoée vjerojatnosti neutralne na rizik
Shimko modelom.
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4 Izbor referentne funkcije gustoce vjerojatnosti

4.1 Referentne funkcije gustocée vjerojatnosti u dosadasnjim
istrazivanjima

U ovom poslijediplomskom specijalistickom radu pokazuje se kako je ”prava” funkcija
gustoce vjerojatnosti upravo ona dobivena visokofrekventnim podacima na datum
dospijeca opcije. Ovim dijelom se daje uvid u ono sto je do sada u literaturi koristeno
kao referentna funkcija gustoc¢e vjerojatnosti. Vrlo cesto se tvrdi da je "prava” dis-
tribucija vrlo komplicirana za izvesti i prezentirati te je vrlo nejasno opisana u do-
sadasnjoj literaturi (Sawa, 1978). Opce je prihva¢eno da je prava funkcija gustoce
vjerojatnosti nepoznata, pa se pretpostavlja neka teorijska funkcija ili se ista simu-
lira uz nove pretpostavke. Pokazuju se empirijski rezultati da se funkcija gustoce
vjerojatnosti dobivena visokofrekventim podacima moze skalirati te se dovoljno do-
bro prilagodava funkcijama gustoce vjerojatnosti neutralne na rizik dobivene prog-
nostickim modelima. U dosadasnjoj su literaturi kao referentnu funkciju gustoce
koristene funkcije na temelju Monte Carlo simulacija pretpostavljaju¢i Hestonov sto-
hasticki proces. Bas taj proces je najzastupljeniji u istrazivanjima jer objedinjuje sve
karakteristike financijske imovine: asimetrija, debeli repovi (engl. fat-tails) i vremen-
ski promjenjiva varijanca odnosno volatilnost (Bouden, 2007). Unato¢ tome u ovom
poslijediplomskom specijalistickom radu se zeli dobiti ”prava” funkcija gustoce na
temelju empirijskih podataka visokih frekvencija. To podrazumijeva neparametarsku
procjenu funkcije gustoce vjerojatnosti koja je vodena podacima (engl. data-driven).

Kod uvjetne gustoce vierojatnosti kao referentne mjere cilj je bio istraziti koji prog-
nosticki model daje funkciju gustoce vjerojatnosti aproksimativno najblizu uvjetnoj
funkciji gustoce vjerojatnosti. Definirana je bila metrika kao mjera udaljenosti da-
nih rezultata prognostickih modela i referentne funkcije gustoce vjerojatnosti. Nakon
toga su se modeli usporedivali definiranom metrikom u odnosu na referentnu i time
dobili procjenu koji je najbolji (Bao et al., 2006).

Istrazivanje univarijatnih modela u svrhu prognoziranja inflacije u Sjedinjenim Americkim
Drzavama koristeni su DESARIMA modeli. Kako bi se usporedili prognosticki mo-
deli te procijenila njihova prediktivna mo¢ koristena je out-of-sample RMSPE mjera.
DESARIMA modeli su usporedivani sa tradicionalnim univarijantnim modelima vre-
menskih nizova koji su ve¢ bili dostupni u dosadasnjoj literaturi. Dakle, referentni
vremenski nizovi su uzeti iz literature. Koristenje univarijatnih modela za predikciju
vremenskih nizova je ve¢ utvrdena metoda. Specifi¢no koristeni modeli su ARMA(1,1)
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model, RW model i AR(p) model (Pincheira et al., 2014). Ova metoda istrazivanja
je pogodna za predikcije inflacije i kretanja BDP-a. Medutim, navedeni modeli sluze
samo za predikciju sredine i eventualno varijance. Univarijatni modeli niposto ne
predvidaju citavu distribuciju vjerojatnosti.

Kako bi se odredilo koji je prediktivni model bolji simulirano je 3000 out-of-sample
scenarija za dvije varijante svakog modela. Uzeta je srednja vrijednost svih 3000
scenarija i to za svaki vremenski pomak. Zatim su usporedivani rezultati simulacije
i opazenog stanja vremenskog niza. Takoder je koristena metodologija simulacije iz
Markovljevih modela. Time se ocijenila sposobnost modela stope dolazaka pomocéu
Markovljevih modela (Klaeboe et al., 2013).
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4.2 Procjena realizirane funkcije gustoce vjerojatnosti

4.2.1 Visokofrekventni podaci

Glavni razlog akademskog i aplikativnog interesa za visokoferekventne podatke jest
struktura trzista i sam proces trgovanja. Proces je potaknut tehnoloskim napret-
kom, razvojem samog trgovinskog sistema, rastuce kompetitivnosti medu burzama i
snaznog povecanja trgovinske aktivnosti unutar dana. Elektronske trgovinske plat-
forme su automatizirale i ubrzale sam prcoces izvrsenja transakcija kao i povecanje
transparentnosti odnosno trgovinskog izvjestavanja. Na taj nac¢in se omogucuje inves-
titorima da automatiziraju strategiju ulaganja i brze upravljanje zadavanjem na-
loga. Alternativne trgovinske platforme, kao sto su elektronske komunikacijske mreze
(ECN) prestizu tradicionalno trziste kontinuirane trgovine po likvidnosti. U poslje-
denjem desetlje¢u znacajno su smanjeni transakcijski troskovi te je brzina trgovanja i
zadavanja naloga ubrzana. Kompetitivnost izmedu tradicionalnih trzista kontinuirane
e-trgovine i ECN-ova mijenja dosadasnje spoznaje te ekonometrijsko modeliranje.

Podaci o transakcijama i knjiga naloga koje klasi¢na trzista i trgovinske platforme
transparentno osiguravaju, stvaraju akademski interes jer omogucavaju analizu utje-
caj institucionalnih postavki na proces trgovanja, predikciju cijena kao i ishod trzisnih
ocekivanja. Time se omogucava proucavanje dinamike trzista i ponasanja malih
(fizicke osobe) 1 institucionalnih ulagatelja na trzistu. Pracenje cijena imovine i lik-
vidnosti trziSta te potraznja na maksimalno visokoj frekvenciji otvara mogucénosti
konstrukcije ucinkovitijih procjenjitelja i prediktora kao i indikatora za promjenu ci-
jene, vremenski promjenjive korelacijske strukture i rizike likvidnosti.

Metode i modeli visokofrekventnih podataka imaju sve veéu vaznost u financijskoj
industriji. Glavni ciljevi u financijskoj praksi jest analizirati i predvidjeti volumen i
promet trgovanja, volatilnost financijskih instrumenata, dubinu tzista, bid-ask spread
te naknade trgovanja. Potrebne su statisticke i ekonometrijske tehnike kako bi se
kvantificirali odnosi izmedu tijeka naloga, volatilnosti i likvidnosti. Takoder je bitno
kvantificirati odnos izmedu samog trzista i imovine. Iz perspektive propisa i regula-
cije, rizici likvidnosti, cjenovni rizici i posljedice automatiziranog visokofrekventnog
trgovanja na trzistu kapitala jos nisu u potpunosti razumljivi i stoga su vrlo vazna
aktualna i daljnja empirijska istrazivanja.

Visokofrekventni podaci imaju jedinstvena svojstva koja su izazov za standardnu sta-
tisticku i ekonometrijsku analizu. Jedno od glavnih svojstva jest da visokofrekventni
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podaci nisu opazeni u jednako udaljenim vremenskim tockama niti su kontinuirani
nego su diskretni.

Vrlo vazno svojstvo visokofekventnih podataka je diskretno ponasanje cijena, na-
loga, spread ponude-potraznje i broja transakcija u odredenom intervalu vremena.
Vecina visokofrekventnih varijabli su nenegativne, pozitivno autokorelirane te imaju
znacajnu untardnevnu periodicnost. Trgovanje i knjiga naloga viskofrekventni poda-
taka je multidimenzionalna te ima kompleksnu multivarijatnu dinamicku strukturu.
Kako bi se obuhvatila i opisala sva svojstva visokofrekventnih podataka, nove vrste
ekonometrijskih modela su se razvile.

Karakteristike koje koje su najznacajnije kod visokofrekvetnih podataka su ne-normalnost,
duga memorija i mikrostrukturni Sum. Visokofrekventne podatke karakterizira ne-
normalnost odnosno pokazuju svojstvo debelih repova (engl. fat tails). Normalna
distribucija pretpostavlja da sve vrijednosti uzorka su distribuirane jednako iznad i
ispod sredine. Dakle, 99,7% svih vrijednosti upada unutar tri standardne devijacije
od sredine te stoga postoji samo 0,3% Sanse ekstremnih vrijednosti. Mnogi modeli,
poput Black and Scholes modela vrednovanja opcija, pretpostavljaju normalnost.
Medutim, u praksi (na financijskim trzistima) je pokazano da nepredvidljivo ljud-
sko ponasanje dovodi do upravo takvih ekstremnih dogadaja. Posljedi¢no, to dovodi
do distribucije debelih repova. Distribucija debelih repova jest distribucija vjerojat-
nosti koja predvida kretanja od tri ili viSe standardnih devijacija ¢eS¢e od normalne
distribucije. Visokofrekventni podaci su okarakterizirani dugom memorijom. Duga
memorija se pojavljuje kod analize vremenskih serija. To se odnosi na brzinu propada-
nja statisticke ovisnosti dviju tocaka s pove¢anjem vremenskog intervala ili prostorne
udaljenosti izmedu tocaka. Smatra se da ova pojava ima dugoro¢nu memoriju ako se
ovisnost smanjuje sporije od eksponencijalnog raspada. Svojstvo mikrostrukturnog
Suma je pojava opazena kod visokofrekventnih podataka, a odnosi se na uoceno od-
stupanje cijene od osnovne cijene. Prisutnost mikrostrukturnog Suma ¢ini procjene
nekih parametara visokofrekvetnih podataka (poput ostvarene volatilnosti) vrlo nes-
tabilnima. Mikrostrukturni Sum kod visokofrekventnih podataka moze biti rezultat
razlicitih ¢imbenika poput: bid-ask razlike, asimetrije informacija, diskretnost pro-
mjena cijene i latencije naloga.

U nastavku se daje opis brokera i oblika te karakteristike trgovanja. Brokeri ili trguju
na vlastiti racun ili u ime klijenta. Dakle dijelimo dvije vrste trgovanja - gdje broker
trguje na vlastiti racun i kada trguje u ime klijenta. Brokeri su i poticatelji likvid-
nosti shodno trzisnim pomacima. Operativno su ili specijalisti, odrzavatelji trzista
ili klijentski nalogodavci. Burze su trgovinske platforme gdje brokeri izvode transak-
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cije. Na veéini burza jedino brokeri ¢lanovi mogu trgovati. Razlikujemo regularno
trgovanje na platformi gdje brokeri zadaju naloge i elektronsko trgovanje gdje brokeri
trguju putem elektronskog sustava. Kod elektronskog trgovinskog sustava sklapanje
naloga se izvodi elektronski odnosno naloge sklapa algoritam. Uglavnom investicijska
drustva imaju vlastite trgovinske platforme koje organiziraju transakcije u ime klije-
nata. Vazan primjer su elektronske komunikacijske mreze (ECN) koje su elektronski
sustavi za zadavanje naloga, nisu regulirani kao regularne trgovinske platforme te
su u vlasnistvu investicijskih drustava. Takve trgovinske platforme su poznate kao
i alternativni trgovinski sustavi te su glavna konkurencija regularnim trgovinskim
platformama. Vazno je napomenuti da postoji i OTC (engl. over-the-counter) tr-
govanje odnosno izvanburzovno trziste. Na OTC-u financijskim instrumentima se
trguje izmedu kupca i prodavatelja koji pregovaraju izravno, a ne putem formalne
burze odnosno trgovinske platforme.

Nalog prezentira instrukciju brokera koji ne moze osobno pregovarati trgovanje i time
je odredeno ¢ime se trguje, kada se trguje i koliko. Potraznja (ponuda) opisuje bro-
kerovu namjeru za kupnju (prodaju) te sadrzi parametre koli¢ine i cijene za izvrsenje
transakcije. Naime, cijene ponude i potraznje su cijene prema kojima broker zeli tr-
govati. Najvisa (najniza) cijena ponude (potraznje) se zove najbolja cijena ponude
(potraznje). Razlika izmedu najbolje potraznje i najbolje ponude je spread ponude-
potraznje. Trzisni nalog je nalog kojim se instantno trguje po najboljoj cijeni trenutno
na trzistu. Cijena po kojoj je izvrsen trzisni nalog se zove trzisna cijena. Nalog limita
je nalog za trgovanje po cijeni koja nije gora od tzv. cijene limita specificirane od
strane brokera. Sto je veéa razlika izmedu naloga limita i najboljeg naloga u knjizi
naloga to je gora pozicija samog naloga te manja vjerojatnost da ¢e doci do izvrSenja.
Nalog zaustavljanja je nalog koji automatski kupuje (prodaje) danu koli¢inu nakon
sto cijena naraste (padne) do cijene zaustavljanja. U slucaju prodaje, nalog zaustav-
ljanja sprjecava daljnje gubitke kada cijena nastavi padati. U usporedbi sa nalogom
limita, nalog zaustavljanja je aktiviran ¢im cijena prijede definiranu cijenu zaustav-
ljanja.

Struktura trzista odreduje tko moze trgovati, ¢ime se trguje, kada i kako se moze
trgovati. Generalno razlikujemo kontinuiranu trgovinu i drazbu otvaranja. Kod kon-
tinuirane trgovine brokeri mogu trgovati bilo kada dok je trziste otvoreno, dok kod
drazbe otvaranja (kao u modalitetu drazbe) transakcije se sklapaju putem postupka
drazbe. Drazbe otvaranja sluze tome da se otvori trgovinski dan i nagodi cijena prije
nego sto krene kontinuirano trgovanje.
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4.2.2 Izbor frekvencije uzorkovanja

U zadnjem desetlje¢u su intradnevni podaci financijskih instrumenata postali dostup-
niji i kvalitetniji. Izazov je bio analizirati trzista koja su likvidna i imaju znacajan
dnevni volumen trgovanja opcijama. U ovom poslijediplomskom specijalistickom radu
podaci su preuzeti iz baze podataka Thomas Reuters. Interval izmedu visokofrekvent-
nih podataka je jedna minuta. Promatrana financijska trzista su: CAC (Cotation
Assistée en Continu), AEX (Amsterdam Exchange index), MIB (Milano Indice di
Borsa) i DAX (Deutscher Aktienindex). Koristeni financijski instrumenti su opcije
kupnje i prodaje na glavne indekse navedenih financijskih trzista na datume opazanja:
23.03.2018., 20.04.2018., 18.05.2018. i 22.06.2018. Pomoc¢u tih podataka procje-
njujemo implicirane funkcije gustoc¢e vjerojatnosti na datume dospije¢a modelima:
Shimko model, Mixture Log-Normal model i Edgeworth expansion model. Viskofrek-
ventni podaci su preuzeti za navedene glavne trzisSne indekse na datume dospijeca
opcija 20.07.2018., 17.08.2018., 21.09.2018. i 12.12.2018. Pomocu njih je procijenjena
Kernelova realizirana funkcija gustoce vjerojatnosti. Dakle, usporedujemo dobivene
procijenjene implicirane funkcije gustoée vjerojatnosti neutralne na rizik i procije-
njene realizirane funkcije gustoée vierojatnosti koja je referentna. Ciséenje sirovih
podataka se vrsi na sljede¢i na¢in. Pretpostavlja se da za svaku cijenu izvrsenja
(engl. strike price) postoji opcija na kupnju i prodaju u parovima. Ciséenje se radi
tako da se iz postojeéeg uzorka uzme poduzorak koji zadovoljava vise kriterija kao
sto je zahtijevano da je cijena ponude ve¢a od nula. Stoga je obi¢no velika razlika
izmedu dostupnih cijena opcija na kupnju i prodaju od stvarno koristenih. Ukoliko
preostaje manje od deset cijena izvrsenja za koje imamo podatke o opcijama na kup-
nju i prodaju, onda se funkcija gustoce vjerojatnosti nece procijeniti bilo kojom od
koristenih metoda u ovom poslijediplomskom specijalistickom radu. Rezultate smo
dobili za sljedece kombinacije datuma opazanja i datuma dospijeca (engl. ezpiration
date):

Opazanje/Dospijece | 20.07.2018. 17.08.2018. | 21.09.2018.

23.03.2018. AEX, DAX, MIB
20.04.2018. AEX, CAC

18.05.2018. DAX AEX, CAC, DAX, MIB
22.06.2018. AEX, CAC, DAX, MIB | AEX, DAX | AEX, DAX

Tablica 1: Promatrana financijska trzista na dane kombinacije datuma opazanja i
datuma dospijeca
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4.2.3 Kernelova procjena realizirane funkcije gustoée vjerojatnosti

Kada se promatra slucajni uzorak Xi,..., X, iz dane distribucije vjerojatnosti sa
funkcijom gustoce vjerojatnosti f(z), pitanje je kako procijeniti f(x). Najpoznatija
neparametarska metoda (ne pretpostavlja o kojoj se funkciji distribucije vjerojatnosti
radi) je kernel procjena:

falz) = (nﬁ)li[(<x _BXJ'), (4.1)

Jj=1

pri ¢emu se pretpostavlja da je kernel funkcija K (x) simetri¢cna i unimodalna func-
kija gustoce vijerojatnosti te je 3 &irina pojasa. Sirina pojasa kontrolira izgladenost
procjene funkcije gustoée vijerojatnosti i od velikog je utjecaja na sam izgled pro-
cjene. NajcesCe koristene kernel funkcije su: uniformna, Epanechnikova i normalna.
U ovom poslijediplomskom specijalistickom radu koristimo normalnu kernel funkciju
tj. K(x) = ¢(x), pri ¢emu je ¢ standardna normalna funkcija gustoée vjerojatnosti.
Izbor Kernelovog procjenjitelja nema bitnog utjecaja na konacnu Kernelovu funk-
ciju gusto¢e odnosno istrazivanja su pokazala da izbor Kernela ne utjece na konacan
ishod, dok je vise osjetljiv na Sirinu pojasa (Rosenberg i Engle, 2002). Kernelov
procjenitelj je intuitivno vrlo slican metodologiji histograma. Naime, Kernelov pro-
cjenitelj prvenstveno ”konstruira” funkcija gustoée vjerojatnosti (normalnih) koliko
ima podataka te zatim zbraja sve te funkcije gustoce vjerojatnosti dajuc¢i konacénu
procjenu. Kada bismo usporedivali dobivenu procjenu krivulje sa histogramom (ko-
ristedi iste podatke) prijetili bismo ocitu razliku u glatkod¢i histograma i Kernelove
procjene. Kernelov procjenitelj konvergira brze ka pravoj funkciji gustoce vjerojat-
nosti za kontinuiranu slucajnu varijablu.
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4.2.4 Izbor sSirine pojasa Kernelovog procjenitelja

Odabir prikladne Sirine pojasa, 3, Kernelovog procjenitelja od klju¢ne je vaznosti kod
procjene funkcije gustoce vjerojatnosti f(z). Mnoga istrazivanja preporuc¢uju po de-
faultu kod programiranja ali i pojedinaéni odnosno proizvoljan odabir 8 (Chiu, 1996),
te u ovom poslijediplomskom specijalistickom radu odabir Sirine pojasa Kernelovog
procjenitelja se vrsi na svaki datum dospije¢a. lako je neparametarska Kernelova
procjena danas standardna tehnika u istrazivackoj analizi podataka, jos uvijek pos-
toji veliki spor o tome kako ocijeniti pouzdanost ili valjanost procjene i koji je izbor
sirine pojasa Kernelovog procjenitelja optimalan. Glavni argument je treba li koristiti
engl. Integrated Squared Error ili engl. Mean Integrated Squared Error za definiranje
optimalne Sirine pojasa. Posljednjih godina provedeno je mnogo istrazivanja kako bi
se razvile metode odabira Sirine pojasa koje pokusavaju procijeniti optimalnu Sirinu
dobivenu bilo kojim od navedenih kriterija pogreske.

U ovom poslijediplomskom specijalistickom radu rezultati istrazivanja su provedeni
u programskom jeziku R koristeéi integriranu funkciju density. Prema zadanim pos-
tavkama, funkcija density odabire Sirinu pojasa prema radnom pravilu koji daje tzv.
oversmoothed bandwidth odnosno prema formuli 0% = [ 2K (2)dz odabire Sirinu po-
jasa na temelju normalnog referentnog pravila. Unato¢ tome, moguce je proizvoljno
odabrati Sirinu pojasa mijenjajué¢i parametar funkcije density, bw. Parametar bw je
podesavan tako da se dobije najbolja prilagodba visokofrekventnim podacima.
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5 Metode usporedbe referentne funkcije gustoce s
impliciranim funkcijama gustoce vjerojatnosti

5.1 Prednosti i nedostaci dosadasnjih komparativnih analiza

U ovom dijelu daje se pregled metoda usporedbe za prognosticke modele i referentne
vrijednosti navedene u prethodnoj literaturi. U ovom poslijediplomskom specija-
listickom radu odnosno istrazivanju predstavljamo graficku i analiticku usporedbu
referentne funkcije gustocée vjerojatnosti dobivene visokofrekventnim podacima na
datum dospijeca i procijenjenu funkciju gustocée vjerojatnosti neutralne na rizik do-
bivene od strane tri modela vrednovanja opcija. U prethodnoj literaturi prevladava
graficka usporedba. U nekim istrazivanjima se trziSna ocekivanja na temelju cijena op-
cija procjenjuju jednim brojem pa je bilo pozeljno konstruirati intervale pouzdanosti
kako bi se dobila odredena mjera za pouzdanost same procjene. Stoga se raspravljalo
o tome kako izgraditi intervale pouzdanosti pomoc¢u neparametarske metode boot-
strap. Konacno, intervali pouzdanosti konstruirani su iz empirijske funkcije gustoce
vjerojatnosti. U drugoj aktuarskoj literaturi uobicajeno je koristenje funkcija co-
pula kako bi se osigurao prikladan nacin izrazavanja zajednickih distribucija dviju
ili viSe slucajnih varijabli i stoga mjerenje sli¢cnosti izmedu njih. Takoder, u pret-
hodnoj literaturi predstavljena je usporedba triju parametarskih modela: MjeSavina
dvaju log-normalna (MLN), Black-Scholes-Mertona (BSM) i Generaliziranog beta-a
(GB2) te se usporeduju kako bi se otkrilo koji opisuje “najbolje” funkciju gustoce
vjerojatnosti neutralne na rizik (Arneri¢ et. al., 2015). Za usporedbu rezultata ovih
modela korigteni su MSE (srednja kvadratna pogreska) i ARE (apsolutna relativna
pogreska). Takoder, Diebold - Mariano test (DM) koristi se za testiranje koji model
ima nizi MSE (srednja kvadratna pogreska). Postala je uobic¢ajena praksa procje-
njivanja adekvatnosti modela prognoze funkcije gustoce vjerojatnosti na temelju in-
tegralne transformacije vjerojatnosti (PIT). Ako je model prognoze funkcije gustoce
vjerojatnosti tocno specificiran, PIT transformacije bi trebale slijediti jednoliku od-
nosno uniformnu distribuciju nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli.
Buduci da u dosadasnjoj literaturi ne postoji konsenzus o "najboljem” parametarskom
modelu za procjenu funkcije gustoée vjerojatnosti neutralne na rizik, cilj ovog posli-
jediplomskog specijalistickog rada jest usporediti efikasnost triju najcesée koristenih
modela. Zbog razli¢itih obiljezja predlozenih modela smatramo da su osjetljivi na
razlicite datume dospije¢a opcija kupnje i prodaje temeljne imovine. Buduéi da polu-
parametarski i neparametarski pristupi ne daju eksplicitan oblik za funkciju gustocée
vjerojatnosti neutralne na rizik i ne postoji nikakva pretpostavka o samoj funkciji,
ovaj se poslijediplomski specijalisticki rad usredotocuje na parametarske pristupe, tj.
tri najcescée koristena parametarska modela za procjenu funkciju gustocée vjerojat-
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nosti neutralne na rizik: Shimko model (SM), Mixture Log-Normal model (MLN) i
Edgeworth expansion model (EE).
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5.2 Metode usporedbe out-of-sample i utvrdivanje predik-
tivne sposobnosti

5.2.1 Kolmogorov - Smirnov test

Empirijska funkcija distribucije F;,, posebno za velike n, omogucuje dobar uvid u
nepoznatu distribuciju vjerojatnosti promatrane slucajne varijable X, pa se odmah
namece ideja da se ona iskoristi pri testiranju hipoteze Hy da podaci x4, . .., x, potjecu
od konkretne distribucije vjerojatnosti koja pripada funkciji distribucije vjerojatnosti
Fy. Promatrajuéi empirijsku funkciju distribucije. moze se naslutiti koja je konkretna
teorijska distribucija vjerojatnosti, okarakterizirana funkcijom Fy. U ovom poglavlju
¢e se opisati Kolmogorov - Smirnov test (KS - test) koji se primjenjuje na kontinu-
irane distribucije vjerojatnosti.

Kolmogorov - Smirnov test omogucuje testiranje hipoteze:

Hy : Uzorak potjece od kontinuirane distribucije vjerojatnosti sa funkcijom distri-
bucije vjerojatnosti Fy, uz zadanu razinu znacajnosti a.

Kriti¢no podru¢je Kolomogorv - Smirnov testa odreduje se na temelju test statistike
D,, = supger|Fy(z) — Fo(z)], (5.1)

kojoj, u uvjetima istinitosti hipoteze Hy, pripada odgovarajuca distribucija vjerojat-
nosti koja nije ovisna o Fj nego samo o veli¢ini uzorka n.

Ta se tvrdnja temelji na ¢injenici da za svaku kontinuiranu sluc¢ajnu varijablu X, kojoj
pripada funkcija distribucije vjerojatnosti F, vrijedi da slucajnoj varijabli Y = F'(X)
pripada uniformna distribucija U(0,1). Uzme li se naime, y € (0,1) i sa G oznadi
funkcija distribucije vjerojatnosti slucajne varijable Y, moze se pisati:

Gly) = P(Y <y) = P(F(X) <y) = P(X < F'(y)) = F[F ()] = v,

a to znaci da vrijedi:

Gly)=4 v, 0<y<l1 (5.2)
1
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odnosno Y = F(X) prati distribuciju vjerojatnosti U(0, 1).

Transformira li se niz podataka x1,...,2, u niz y; = Fo(x1),...,y, = Fo(x), i ako
se GG, oznaci empirijska funkcija razdiobe za taj niz, u uvjetima istinitosti hipoteze
Hj odgovarajuca teorijska distribucija je U(0,1). Vrijednost G,,(y) oznacuje relativnu
frekvenciju dogadaja Y < y u nizu y,...,y,, a buduéi da je y = Fy(z) i Fy strogo
monotona funkcija, to je G,(y) = F.(z) 1 |F.(z) — Fo(z)| = |Gnly) — y|, iz Cega
proizlazi da je:

maxw€R|Fn(x) - FO(:E)| = ma$y€(0,1>|Gn(y) - y| (53)

Iz prethodnog izraza se vidi da je maksimalna udaljenost izmedu empirijske funkcije
distribucije i pretpostavljene teorijske funkcije distribucije vjerojatnosti Fy jednaka
maksimalnoj udaljenosti izmedu empirijske funkcije distribucije za niz transformira-
nih podataka yy, ...y, 1 funkcije distribucije vjerojatnosti za uniformnu distribuciju
vjerojatnosti U(0, 1).

Prema tome, da bi se nasla distribucija vjerojatnosti statistike D, iz (5.1), dovoljno
je promotriti D,, = max|G,(y) —y|, tj. slucaj kada se kao teorijska distribucija uzima
U(0,1). Problem odredivanja pripadne funkcije distribucije vjerojatnosti

K,(x) = Py(D, <z), x € R, (5.4)

vrlo je slozen pa u ovom poslijediplomskom specijalistickom radu neé¢emo ulaziti u
detalje.

Vrijednost d,,, test statistike D,,, je odredeni pokazatelj globalne razlike izmedu em-
pirijske funkcije distribucije F), i pretpostavljene teorijske funkcije distribucije vjero-
jatnosti Fp, pa ako se dobije prevelika vrijednost d,,, onda to indicira da hipotezu Hy
treba odbaciti. To znaci da ¢e kriticno podrucje razine znacajnosti « biti odredeno
uvjetom d,, > ¢y, gdje je ¢o odredeno tako da vrijedi Py(D,, > ¢y) = «, odnosno

co=K,'(1—-a), (5.5)

pri ¢emu je K, ! inverzna funkcija od K,.
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Buduéi da ne postoji jednostavan analiticki izraz za funkcije K;' i K,,, izradene
su tablice za konkretnu primjenu Kolmogorov-Smirnov testa. Kolmogorov je inace
pokazao da za velike vrijednosti n, tj. n — oo, sluc¢ajnoj varijabli \/nD,, pripada
funkcija distribucije vjerojatnosti

K(z)= > (=1)fexp(=2k*2"), = > 0, (5.6)

k=—o00

kojom je definirana tzv. Kolmogorovljeva distribucija. To prakticki znaci da za sve
n > 100 kriticna vrijednost cq iz (5.5) moze racunati primjenom ove jednostavne
tablice:

o« 0,10 0,05 0,01
1,22 1,36 1,63

Vo w Jn

Co

Tablica 2: Kriticne vrijednosti uz pripadne razine znacajnosti

Tako, na primjer, dobije li se na uzorku velicine n = 100 vrijednost test-statistike
d, = 0,15, zakljucit ¢e se uz 5% rizika da se odbaci istinita hipoteza, da izmjereni
podaci ne potkrepljuju hipotezu o vjerojatnosnoj distribuciji sa funkcijom distribu-

cije vjerojatnosti Fy. Tada je, naime, ¢y = ’TOO = 0,136, pa se vidi da tocka 0,15

(vrijednost test-statistike) pada u kritiéno podrucje [0, 136, 00).

Glavna prednost Kolmogorov - Smirnov testa pred hikvadrat-testom pri testiranju
hipoteze o pretpostavljenoj kontinuiranoj distribuciji vjerojatnosti jest ta sto on ne
zahtijeva grupiranje podataka u razrede, sto je inace vrlo proizvoljan postupak kojim
se gubi odredeni dio informacije o promatranoj pojavi sadrzane u datom nizu poda-
taka.

Nedostatak Kolmogorov - Smirnov testa ocituje se u situaciji kada se najprije, na
temelju danih podataka, izvodi procjena parametara pretpostavljene teorijske distri-
bucije vjerojatnosti, a zatim se na istim podacima primjenjuje i Kolmogorov - Smirov
test. Nije, naime, teorijski razjasnjen utjecaj procjene parametara na distribuciju
vjerojatnosti test-statistike D,,, Sto je inace objasSnjeno Fischerovim teoremom za
hikvadrat-test.
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Sto se tice razlucivosti Kolmogorov - Smirnov testa, poznato je da njime, razine
znacajnosti a, ne mogu razluciti vjerojatnosne distribucije s pripadnim funkcijama
distribucije vjerojatnosti F'i G ako je

0.8 005
mazzer|F(z) — G(X)| < é% (5.7)
222 =0,10

NG

Promotre li se, na primjer, standardna normalna distribucija N(0,1) i uniformna
distribucija U(0, 1), tada je:

2

Flz) = B(x) = % /Oo exp< _ %) dt, © €R, (5.8)

Q

—

&

Il
— [\;|,_nuc>
/\&
Sl A

1), —V3<x<+V3 (5.9)

524

8
V
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tako da je

d(z), 2 < —V/3
D(z) = F(z) — G(z) = { ®(x)— %(% + 1), Bz <3 (5.10)
1—®(x), >3

Deriviranjem (5.10) po x dobiva se:

, —V3<z<V3 (5.11)

/ 1 1
gdje je @ = p = —eap| — =22, v € R,
27 2

funkcija gustoce vjerojatnosti za N(0, 1).

Rjesavanjem jednadzbe D'(x) = 0 po x dobivaju se rjesenja 2; = 0,8 i o = —0,8 iz
¢ega se zakljucuje da je

matcx|D(x)] = |F(0,8) — G(0,8)] = |F(—0,8) — G(—0,8)| ~0,057.  (5.12)

Moze se rec¢i da najveca udaljenost izmedu F'i G priblizno iznosi 0, 57, pa se u vezi sa
(5.7) odmah mozemo pitati za koje veli¢ine uzorka n nije moguce razlu¢iti spomenute
distribucije vjerojatnosti, recimo uz razinu znacajnosti o = 0,05. Odgovor se dobiva
primjenom relacije (5.7), iz koje proizlazi

0,84
0,057 < —— = n < 218.
Vn

Prema tome, s manje od 218 podataka nije moguce Kolmogorov - Smirnov testom uz
razinu znacajnosti o = 0,05, razluciti standardnu normalnu distribuciju N (0, 1) od
uniformne distribucije U(—+/3,v/3).
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Opcenito se moze tvrditi da za pouzdani zakljucak pri primjeni Kolmogorov - Smir-
nov testa treba raspolagati sa vrlo velikim uzorkom. Ako se relativno malim uzor-
kom donese odluka o prihvac¢anju hipoteze Hj, ranija nam razmatranja pokazuju da
pretpostavljenu distribuciju Fj treba s rezervom smatrati stvarnom teorijskom distri-
bucijom kojoj se podvrgavaju dani podaci, jer bi Kolmogorov - Smirnov testom bile
prihvatljive i mnoge druge distribucije vjerojatnosti.

Praktiéna primjena Kolmogorov - Smirnov testa, a slicno je i sa hikvadrat-testom,
kada se ne raspolaze s dovoljno velikim uzorcima, opravdava se ¢injenicom da stvarne
distribucije vjerojatnosti koje opisuju statisticke zakonitosti realnih sluc¢ajnih feno-
mena nisu zapravo, ni normalne, ni uniformne, ni eksponencijalne, itd., ve¢ su samo
priblizno normalne, priblizno uniformne, priblizno eksponencijalne, itd. Stoga je rijec
o tome da se, na bar donekle objektivan nac¢in, utvrdi koji od matematickih mo-
dela dolazi, odnosno ne dolazi, u obzir za opisivanje promatranog realnog statistickog
fenomena.

5.2.2 Diebold - Mariano test

Predvidanje je od temeljne vaznosti u svim znanostima ukljucujuci ekonomiju. To¢nost
predvidanja je oc¢ito vazna korisnicima prognoze kao i onima koji predvidaju. Prog-
noze se koriste za usmjeravanje i koordiniranje odluka. Usporedbe to¢nosti predvidanja
su vazne za ekonomiste koji se bave provjerom i i diskriminacijom konkurentskih eko-
nomskih hipoteza (modela). Provjera adekvatnosti modela je od iznimne vaznosti.
Stoga ¢emo u ovom poglavlju dati pregled metodologije Diebold - Mariano testa.

Uzmimo u obzir dva predvidanja (yi;)i_; i (y;:){_; vremenske serije (y;)]_;. Neka su
pripadne greske prognoza (e; )L, i (ej;)l_,. Zelimo procijeniti ocekivani gubitak po-
vezan sa svakom prognozom (ili njenom negativnom, to¢nosti). Od velike je vaznosti,
i gotovo uvijek zanemarena, ¢injenica da se ekonomski gubitak povezan s prognozom
moze loSe ocijeniti uobicajenim statistickim mjerama. To znac¢i da se prognoze ko-
riste za usmjeravanje odluka, a gubitak povezan s predvidenom pogreskom odredenog
znaka i veli¢ine izravno je potaknut prirodom postoje¢eg problema. Kada se uzme
u obzir raznolikost odluka koje poduzimaju ekonomski subjekti vodeni prognozama
(npr. Odluke o zastiti rizika, odluke o zalihama, odluke o politici, odluke o rashodima
za oglasavanje, odluke o odredivanju javnih komunalnih naknada itd.), Cinjenica je
da je gubitak povezan s odredenom prognostickom pogreskom je generalno asime-
tricna funkcija greske, ¢ak i ako je simetricna, svakako se ne treba zadovoljiti stan-
dardnim primjerom ka